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ВСТАНОВЛЕННЯ ОСНОВНИХ 
МЕХАНІЧНИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
КЛАСИЧНИХ ГЕОМЕТРИЧНИХ 
ЄМНОСТЕЙ З ОДНОРІДНИМИ 
НАПОВНЮВАЧАМИ 
 

Актуальним питанням багатьох галузей сучасної 
економіки є можливість різноманітних використань 
ємностей великих об’ємів різної геометрії виготовлення  з 
метою зберігання, перевезення та використання різного 
роду технічних рідин, води, тощо. Найбільш поширена 
геометрія виготовлення таких ємностей – це резервуари 
циліндричної, напівсферичної, параболічної форми. В 
більшості випадків просторове розташування  таких 
ємностей при їх безпосередньому використанні має 
вертикальну орієнтацію. Але як демонструє огляд і 
тенденції сучасних використань таких циліндричних споруд, 
то спостерігається тенденція щодо їх горизонтального чи 
комбінованого способів розташування при практичній 
експлуатації. Об’єм наповнювача в умовах постійного 
використання таких ємностей теж постійно змінюється, а 
отже відповідно змінюються основні енергетичні 
характеристики самих матеріалів-наповнювачів, до яких 
можемо віднести власне об’єм рідини, сукупності 
статичних моментів, як наслідок, координати центра ваги, 
моменти інерції відносно тих чи інших координатних осей, 
площин, тощо. Цікавим та актуальним може бути питання 
зміни певних геометричних характеристик при зміні 
розташування таких циліндричних ємностей з 
горизонтального на вертикальне чи навпаки. Значна 
кількість галузей економіки проявляють зацікавленість у 
пластикових горизонтальних ємностях при зберіганні води, 
і таке зрозуміло, тому що зручність використання і 
різноманітність виробів приваблюють все більшу кількість  
споживачів. Пластикові види циліндричної форми тари вже 
довгий час завоювують популярність у різноманітних 
галузях, завдяки своїм корисним можливостям. Інноваційні 
технології і матеріали дозволили створювати пластикові 
вироби різної форми, розміру та призначення, і це має безліч 
очевидних переваг. Використання саме пластикових 
матеріалів при виготовленні різноманітної тари дозволяє 
суттєво зменшити початкову вагу такого виробу у 
порівнянні з його металевими аналогами чи виробами із 
скла, а це означає, що при встановленні основних 
енергетичних характеристик вагою безпосередньо тари 
можливо знехтувати. Крім того, використання такого виду 
тари є зручним при її перевезеннях, установці, тощо. 

Ключові слова: циліндричні, сферичні, конічні та 
параболічні ємності для зберігання  рідин, статичні 
моменти, координати центра ваги, моменти інерції. 
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Постановка проблеми. Актуальним 
питанням при використанні ємностей з різною 
просторовою геометрією при їх наповненні 
тими або іншими рідинами  є можливість 
встановлення їх основних механічних 
характеристик, таких як визначення 
геометричних координат центра ваги, 
статичних моментів, різного роду моментів 
інерції таких об’ємів з однорідного роду 
наповнювачами. Також практичний інтерес 
становить можливість встановлення висоти 
наповнення ємностей циліндричної геометрії 
виготовлення при зміні їх просторового 
розташування з вертикального положення в 
горизонтальне чи навпаки. 

Аналіз останніх досліджень.  
Незважаючи на достатньо важкі умови розвитку 
багатьох галузей економіки нинішнього 
сьогодення багато різних торгових компаній 
пропонують сучасному ринку достатньо велику 
палітру виробів у вигляді тари будь-якої 
геометричної форми, виготовленої переважно з 
полімерних матеріалів для зберігання чи 
перевезення різного роду рідин. При 
експлуатації, монтажу або транспортуванні 
такої продукції часто буває важливим знати і 
враховувати  основні характеристики таких 
ємностей. Наприклад, в роботі [1] 
досліджувалось питання обчислення та 
співвідношення чисельних значень роботи по 
відкачуванні рідини з резервуару циліндричної 
геометрії у випадках, коли така ємність мала 
вертикальне чи горизонтальне просторове 
розташування. Вирішення питань оцінки та 
знаходження основних механічних 
характеристик (величини об’єму, статичних 
моментів, координат центра ваги, інерційних 
моментів) певних об’ємів, заповнених рідиною, 
обмежених відповідними просторовими 
поверхнями встановлюється в багатьох 
сучасних роботах, наприклад в [2-7]. В даних 
роботах по суті приведено теоретичні базові 
підходи можливості встановлення та 
обчислення приведених вище відповідних 
показників. Будь-яке остаточне знаходження  
таких характеристик неможливе без 
використання відповідного сучасного 
математичного апарату, основ інтегрального 
числення, приведеного в багатьох роботах, 
наприклад [8-9]. В роботі [10] пропонується  за 
доцільне використання не тільки декартових 
просторових, але і криволінійних 
(циліндричних) координат з однією окремою 
відокремленою незалежною змінною. 
Практичне застосування таких криволінійних 
координат можливо виконувати в тому числі і 
тоді, коли  така відокремлювана змінна  є 
відсутньою. Це стосується, наприклад, питання 
обчислення відповідних потрійних інтегралів по 
об’єму, обмеженому сферою чи її частиною,  

тут очевидна рівноправність всіх трьох 
незалежних змінних.  
 Постановка задачі. Однією з проблем, 
що вирішується в даній роботі, є питання 
встановлення аналітичної відповідності 
часткового наповнення рідиною циліндричної 
ємності, яка в одному із можливих випадків 
розташувань знаходиться у вертикальному 
положенні, тобто всі твірні циліндричної 
поверхні вертикальні, а інше положення даної 
циліндричної ємності з такими ж геометричними 
характеристиками радіуса кола основи та 
висотою(твірною) це можливе протилежне 
горизонтальне розташування такої посудини, 
коли твірні цієї фігури горизонтальні. Інша 
частина досліджень стосується перспектив 
встановлення основних геометричних 
механічних характеристик, таких як статичні 
моменти, координати центра ваги, моменти 
інерції відносно певних координатних осей та 
площин для об’ємної ємності у вигляді півкулі, 
конічної та параболічної тари.  

Виклад основного матеріалу. 
Горизонтальне розташування і комбіновані 
способи розташування циліндричних ємностей 
можуть мати кілька переваг і додаткових 
застосувань в порівнянні з вертикальним 
розташуванням. Основні переваги цих підходів: 

1. Економія місця. Горизонтально 
розташовані резервуари можуть ефективно 
використовуватися в областях з обмеженим 
простором. Це може бути важливо для 
промислових підприємств, які потребують 
зберігання великих об'ємів рідин або інших 
речовин. 

2. Зменшення тиску на стіни. 
Горизонтальні резервуари можуть розподіляти 
тиск рідини рівномірно по всій стінці, що може 
допомогти зменшити напругу на матеріалі 
ємності. Це може збільшити термін служби та 
надійність ємності. 

3. Збереження тепла. Горизонтальні 
резервуари можуть бути більш ефективними в 
утриманні тепла, особливо у випадках, коли 
рідина має бути підтримувана при певній 
температурі. Це може заощадити енергію та 
знизити витрати на опалення або охолодження. 

4. Зменшення втрати продукту. 
Горизонтальні резервуари можуть зменшувати 
втрати продукту через випадкові розливи, 
оскільки рідина розподіляється вздовж дна 
ємності, а не по вертикалі. 

5. Легший доступ і обслуговування: 
Горизонтальні резервуари можуть бути більш 
доступними для обслуговування і очищення, 
оскільки робочий простір розташований на рівні 
землі, що дозволяє зручний доступ до всіх 
компонентів.  

Питання зміни геометричних 
характеристик циліндричних ємностей при їх 
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зміні з горизонтального положення на 
вертикальне та навпаки є дуже актуальною і 
має практичне значення в багатьох галузях. 
При зміні положення циліндричної ємності з 
горизонтальної на вертикальну або навпаки, 
об'єм і вміст ємності залишаються незмінними, 
оскільки вони залежать лише від геометричних 
параметрів, таких як радіус і висота циліндра. 
Зміна положення може вплинути на стійкість 
ємності. Наприклад, вертикально розташована 
циліндрична ємність може бути менш стійкою 
до відшаровування або перекидання порівняно 
з горизонтальною ємністю, особливо якщо вона 
не має додаткових стійкісних елементів або 
опори, а також вплинути на зручність доступу 
до вмісту ємності, наприклад, в вертикальному 
положенні може бути складніше видалити чи 
додати предмети, особливо якщо вміст не 
рівномірно розподілений. 

Переваги пластикових циліндричних 
ємностей відчутні в обох положеннях. 
Горизонтальні ємності можуть бути більш 
стійкими при транспортуванні на плоских 
поверхнях, тоді як вертикальні можуть 
заощаджувати простір при зберіганні. 

Пластикові циліндричні ємності мають 
широкий спектр застосувань у різних галузях, 
включаючи сільське господарство, 
промисловість, харчову промисловість, хімічну 
промисловість і багато інших. Зміна положення 
може бути обумовлена конкретними потребами 
і вимогами відповідної галузі. 

Загалом, питання зміни положення 
циліндричних ємностей має багато практичних 
застосувань і може бути досліджене з точки 
зору інженерії, безпеки, зручності використання 
та інших аспектів. Це може також стати 
предметом досліджень і розробок для 
поліпшення дизайну і функціональності таких 
ємностей в різних галузях економіки. 

У багатьох галузях, таких як 
нафтопереробка, хімічна промисловість, 
водопостачання та інші, горизонтальні та 
комбіновані резервуари можуть бути 
ефективними рішеннями з точки зору 
просторового розташування та 
функціональності. Проте вибір оптимального 
типу резервуара варто робити, враховуючи 
конкретні потреби, обмеження та вимоги галузі 
чи проекту. 

Горизонтальні і комбіновані способи 
розташування циліндричних резервуарів і 
ємностей можуть мати декілька переваг і 
практичних застосувань у порівнянні з 
вертикальним розташуванням, в залежності від 
конкретного завдання і області використання. 
Ось деякі можливі причини і переваги, що 
спричиняють цю тенденцію: 

1. Ефективність використання простору: 
горизонтально розташовані ємності можуть 

бути більш ефективними використанням 
обмеженого простору. Вони можуть бути 
розміщені поблизу землі або у підземних 
приміщеннях, що дозволяє заощадити місце і 
використовувати його для інших цілей. 

 2. Зменшення втрати продукту: 
горизонтальні резервуари можуть бути 
корисними для зберігання рідини або продукту, 
якщо важливо зменшити втрату градієнта тиску. 
Вони можуть забезпечувати рівномірний 
розподіл тиску на всю довжину резервуару і 
зменшувати турбулентність. 

3. Зменшення вимог до фундаменту: 
горизонтальні ємності можуть вимагати менше 
масивних фундаментів порівняно з 
вертикальними резервуарами, що може 
зменшити витрати на будівництво та 
обслуговування. 

4.Можливість перевезення: 
горизонтальні резервуари можуть бути легше 
транспортованими та встановлюваними на 
різних місцях, що може бути важливим для 
деяких видів діяльності, таких як будівництво чи 
витягування нафти та газу. 

5. Естетичний вигляд: для деяких 
додаткових використань, таких як об'ємні 
акваріуми або архітектурні споруди, 
горизонтальні резервуари можуть мати більш 
привабливий зовнішній вигляд. 

Звісно, вибір між горизонтальним і 
вертикальним розташуванням залежить від 
конкретних потреб і вимог конкретного проекту. 
Прийняття рішення повинно враховувати 
фактори, такі як обсяг рідини, доступний 
простір, технічні вимоги та економічну 
доцільність. Вибір між горизонтальним і 
вертикальним розташуванням залежить від 
конкретних потреб і вимог конкретного проекту. 
На нашу думку, доцільним є розгляд деяких 
ключових факторів, які можуть на це впливати: 

1. Обсяг рідини. Якщо вам потрібно 
зберігати або обробляти великі обсяги рідини, 
то вертикальний резервуар може бути більш 
практичним вибором, оскільки він може 
забезпечити більший об'єм зберігання на одній 
площі. 

2. Доступний простір. Горизонтальні 
резервуари можуть бути корисними, якщо у вас 
обмежений горизонтальний простір, наприклад, 
на підземній або обмеженій території. 
Вертикальні резервуари можуть зекономити 
простір поперечного розташування. 

3. Технічні вимоги. Деякі конкретні 
технічні вимоги проекту, такі як тиск, 
температура, агітація або потреба в підігріві чи 
охолодженні, можуть вплинути на вибір між 
вертикальним і горизонтальним 
розташуванням. 

4. Економічна доцільність. Оцінка 
вартості будівництва, обслуговування та 
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експлуатації обох варіантів може бути 
вирішальним фактором. Важливо порівняти 
витрати і користь обох варіантів перед 
прийняттям рішення. 

5. Потреба в антикорозійному захисті. 
Вертикальні резервуари можуть мати перевагу 
з точки зору антикорозійного захисту, оскільки 
їх основна поверхня спрямована вгору і менше 
піддається впливу наземних факторів. 

Загалом, важливо провести докладний 
аналіз всіх цих факторів і врахувати їх в 
контексті конкретного проекту перед вибором 
між горизонтальним і вертикальним 
розташуванням резервуара. 

 Розглянемо питання довільного 
наповнення  циліндричної ємності деякою 
однорідною рідиною. При цьому саме 
просторове розташування даної фігури може 
бути двояким, як це показано на рис.1 або 
рис.2, тобто вертикальне чи горизонтальне 
положення. В обох випадках сталими вважаємо 
геометричні параметри такої ємності:  

радіус кола основи такої фігури,  його 

висота,  висота рівня рідини при 

вертикальному розташуванні ємності, 
висота рівня рідини при горизонтальному 

розташуванні даної ємності. 

  
Рис.1. Наповнена однорідною 

рідиною циліндрична ємність з 
вертикальним розташуванням її висоти 
 

 

 
Рис. 2. Наповнена однорідною 

рідиною циліндрична ємність з 
горизонтальним розташуванням її висоти 

Поставимо за мету дослідити і 
встановити аналітичну залежність між 
значеннями     та  , де   

  Для цього спочатку 

встановимо об’єм безпосередньо рідини 
наповнення ємності на рис.1. Цей об’єм 
визначається як  

                                   (1) 

Для  встановлення  аналогічного об’єму  
  кількості рідини горизонтального 

розташування циліндричної ємності (рис.2) 
спочатку  на довільно взятій висоті у 
( ) встановимо величину 

елементарного об’єму рідини  : 

,                          (2) 

 тут  х визначається з 
співвідношення , звідки  

,  . Тому величина 

всього об’єму    визначається наступним 

чином: 

 

 

(3) 

Прирівнюючи об’єми    та  ,  можемо 

встановити шукану аналітичну  залежність між 
величинами   та  :   

 (4) 

Справедливість одержаного результату 
можемо встановити частковим випадком, який 
відповідає можливості повного наповнення 
ємностей рис.1 та рис.2, а саме: 

 
якщо  , тоді   

. 

 

 Наступним питанням досліджень є 
встановлення числових  механічних 
характеристик найбільш поширених об’ємів 
однорідних рідин, обмежених у просторі 
стандартними ємностями з класичною 
геометрією. Оскільки зроблено припущення про 
однорідність матеріалу-наповнювача, тому в 
подальшому будемо вести мову про 
геометричні характеристики за відсутності у 
відповідних формулах функції щільності 
конкретної рідини, тобто  . 

 В якості першої такої ємності 
розглянемо об’єм рідини, обмежений півкулею 
радіуса R (рис. 3). 

∆у h 

х 

у 

Н 
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Рис. 3. Об’єм однорідної рідини, 

обмежений півкулею радіуса R 

 Маємо:  
.  

В циліндричних координатах це ж 
рівняння набуде вигляду: 

 

,  або  . 

Об’єм однорідної рідини, затиснений 
поверхнею такої півкулі, визначається як 

 
 
 
 
 
 
 

 

.     (5) 

 
Статичний момент відносно осі 0z встановимо  наступним чином: 

 

.(6) 

 
Тоді координата z центра мас об’єму такої однорідної рідини (рис.3) визначається як  

.  При цьому, очевидно, . 

 
Момент інерції     відносно  координатної осі оz знаходимо за формулою: 

 

(7) 
 

Момент інерції     відносно  координатної площини оху знаходимо за формулою: 

 

 (8) 
 

Ємності менш поширеного масштабу 
своїх використань - це конічні чи близькі них 
посудини для зберігання чи перевезення 
однорідних рідин. Задамо рівняння деякої 
конічної обмеженої поверхні реального 
простору, що має  вигляд:  

, 

 
тут  – висота ємності такого роду. 

Величину об’єму рідини, затисненого даною 
поверхнею, встановлюємо відповідним чином: 

 

                           (9) 

 
 Статичний момент відносно осі oz може бути знайдений як 
 

                      (10) 

 
Таким чином  координата  центра мас 

вдовж осі oz  всього об’єму однорідного 
наповнювача - рідини  визначається так: 

                              (11) 

Знову таки, очевидно, що  . 

0   

R 

y 

z 

x 



                                                                                            

49 

№ 3 (110) 

2023 

Вібрації в техніці 
та технологіях 

 Нарешті,  існує чимало резервуарів, 
обмежених параболічними чи близькими до 
таких просторовими поверхнями. Вигляд такої 
поверхні приведено на рис. 4. Рівняння 
поверхні кругового параболоїда задаємо у 
вигляді: 

 
.               (12) 

 
Тут k – це деякий додатній параметр, 

який має відповідну розмірність для вирівнювання 
загальної розмірності правої та лівої частин 
останньої формули. Розмірність даного 
параметра встановлюється як (лін. од.)-1. 

В циліндричних координатах бічна 
поверхня кругового параболоїда визначається 

так: , і дана поверхня обмежується 

площиною  . 

 

 
Рис. 4. Ємність висоти Н, обмежена 

поверхнею кругового параболоїда 
 
Щодо питання  встановлення 

механічних  характеристик об’єму рідини, 
обмеженого поверхнею кругового параболоїда, 
спочатку знайдемо величину об’єму  рідини, 
затисненої даною поверхнею. Такий об’єм 
встановлюється через складання та 
обчислення відповідного потрійного інтеграла, 
подальше обчислення якого доцільно провести 
з використанням просторових циліндричних 
координат: 

 

           (13) 

 
Статичний момент даного об’єму відносно осі оz визначається аналогічним чином: 

        (14) 

 
Таким чином третя  координата точки центра мас всередині об’єму, обмеженого поверхнею 

кругового параболоїда визначається як     , при цьому знову таки . 

Момент інерції даного об’єму відносно осі оz  встановлюється як 

         (15) 

 
Момент інерції даного об’єму відносно координатної площини 0xy  встановлюється 

наступним чином: 

            (16) 

 
Висновки. В приведених  дослідженнях 

встановлено вигляд аналітичної відповідності 
висот неповного наповнення циліндричної 
ємності, коли така ємність в одному з випадків 
розташована вертикально, а в іншому випадку - 

горизонтально. Іншим результатом роботи є 
встановлення основних механічних 
характеристик, таких як статичні моменти, 
координати центра ваги, моменти інерції 
відносно заданих координатних осей та площин 
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об’ємної ємності у вигляді півкулі, а також 
конічної та параболічної тари. 

Очевидно, що на практиці  зустрічається 
достатньо багато  ємностей, виконаних у 
вигляді прямого паралелепіпеда, але у даній 
роботі можемо тільки згадати і про таку 
геометрію виконання  відповідних резервуарів, 
оскільки з точки зору встановлення такої 
основної механічної характеристики як точка 
центру ваги наповненої в таку тару рідини 
встановлюється тривіально як точка перетину 
великих діагоналей даного паралелепіпеда. 

Також у висновках варто відмітити про 
потенційно можливу варіацію відповідної по 
висоті координати точки центру ваги кожної зі 
згаданих вище ємностей. Тобто при наповненні 
рідиною кожної такої ємності дана точка, 
логічно, підіймається догори, а при витоку 
рідини об’єм корисного наповнення 
зменшується і ця точка опускається 
вертикально. Даний факт необхідно 
обов’язково враховувати при гарантіях 
необхідної безпечної експлуатації кожної такої 
ємності, запобігати можливим випадкам 
перевертання таких судин. Наприклад, в Україні 
та багатьох інших країнах за останні 10-15 років 
набули популярності переносні басейни 
багатотонних об’ємів, виконані з різноманітних 
легких матеріалів, установка яких потребує 
фактично ідеальної горизонтальної установки 
днища такого басейну, і буває часто з 
невеликим часом під дією досить великої ваги 
такої конструкції  при незначних просіданнях 
площадки такого басейну відбувається його 
перекидання з усіма негативними наслідками. 
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executive body of technological equipment by the 
method of using curvilinear coordinates. VNAU. 
Technical sciences. Issue 2(97). Volume 1. 2017. 
pp. 114-119. 

 

DETERMINATION OF THE MAIN MECHANICAL 
CHARACTERISTICS OF CLASSIC GEOMETRIC 
CONTAINERS WITH HOMOGENEOUS FILLERS 

 
An urgent issue in many branches of the 

modern economy is the possibility of various uses 
of large-volume containers of various 
manufacturing geometries for the purpose of 
storage, transportation and use of various types of 
technical liquids, water, etc. The most common 
geometry for the manufacture of such containers is 
cylindrical, hemispherical, parabolic tanks. In most 
cases, the spatial arrangement of such containers 
during their direct use has a vertical orientation. 
But as the review and trends of modern uses of 
such cylindrical structures show, there is a trend 
towards their horizontal or combined location 
methods during practical operation. The volume of 
the filler in the conditions of constant use of such 
containers is also constantly changing, and 
therefore the main energy characteristics of the 
filler materials themselves change accordingly, to 
which we can attribute the actual volume of the 
liquid, the set of static moments, as a result, the 
coordinates of the center of gravity, moments of 

inertia relative to certain coordinate axes, planes, 
etc. The issue of changing certain geometric 
characteristics when changing the location of such 
cylindrical containers from horizontal to vertical or 
vice versa can be interesting and relevant. A 
significant number of sectors of the economy show 
interest in plastic horizontal containers for water 
storage, and this is understandable, because the 
ease of use and variety of products attract an 
increasing number of consumers. Plastic types of 
cylindrical containers have been gaining popularity 
in various industries for a long time due to their 
useful features. Innovative technologies and 
materials have made it possible to create plastic 
products of various shapes, sizes and purposes, 
and this has many obvious advantages. The use 
of plastic materials in the manufacture of various 
containers allows to significantly reduce the initial 
weight of such a product in comparison with its 
metal counterparts or glass products, which 
means that when establishing the main energy 
characteristics, the weight of the container itself 
can be neglected. In addition, the use of this type 
of container is convenient for its transportation, 
installation, etc. 

Key words: cylindrical, spherical, conical 
and parabolic containers for storing liquids, static 
moments, coordinates of the center of gravity, 
moments of inertia. 
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