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ВПЛИВ ШВИДКОСТІ 
НАКОПИЧЕННЯ ПОШКОДЖЕНЬ 
ПРИ РОЗРАХУНКУ 
ВИКОРИСТАНОГО РЕСУРСУ 
ПЛАСТИЧНОСТІ 

При оцінці граничної формозміни у процесах обробки 
металів тиском на пластичність істотно впливає 
швидкість накопичення пошкоджень і їх заліковування у 
вигляді похідних від показників напруженого стану. 
Показано, що в умовах складного навантаження, коли 
швидкість накопичення пошкоджень (перша похідна від 
показників напруженого стану) більша 5 і кривизна 
траєкторій деформування частинок матеріалу (друга 
похідна від показників напруженого стану) більша 1, 
найбільш достовірні результати розрахунку використаного 
ресурсу пластичності дають скалярні інтегральні критерії 
руйнування, що враховують вплив історії деформування на 
пластичність.  

Ключові слова: гранична формозміна, показник 
напруженого стану, кривизна траєкторій деформування, 
ресурс пластичності, швидкість накопичення пошкоджень.. 

  
Постановка проблеми. Проблема 

оцінки деформованості металів і сплавів без 
руйнування - комплексна проблема, вирішення 
якої базується на феноменологічній теорії 
механіки суцільних середовищ. Сучасні 
уявлення про механізм руйнування не 
дозволяють оцінювати ступінь деформацій, при 
яких відбувається руйнування металів в умовах 
складного навантаження. Під складним 
навантаженням будемо розуміти процес 
навантаження в мікрооб'ємах суцільного 
середовища, що задається шістьма 

незалежними функціями часу ( )ij t  або п'ятьма 

девіаторними функціями ( )ijS t , так як 0iiS  . 

Якщо зазначені функції змінюються 
пропорційно одному параметру – це просте 
навантаження, якщо компоненти тензора 
змінюються непропорційно одному параметру – 
це складне навантаження (траєкторії середньої 
кривизни). Допускається зміна знака компонент 
тензора напружень аж до прояву ефекту 
Баушінгера (траєкторії великої кривизни). 

Аналіз останніх досліджень і 
публікацій. Слідуючи термінології А.А. 
Ільюшина [1] при складному навантаженні 
однією з основних характеристик траєкторії 
навантаження є її кривизна. Такий опис історії 
навантаження призводить до необхідності 
реалізації необмеженої кількості траєкторій і 

практичне застосування цих функцій в 
феноменологічних умовах руйнування стає 
неможливим. В своїх працях В.А. Огородніков 
[2, 3] дослідив, що при одних і тих же умовах 
формозміни, траєкторії навантаження будуть 
різними. При цьому процес навантаження 
частинок матеріалу доводиться досліджувати в 
шестивимірному просторі, що викликає ряд 
труднощів методичного характеру, зростає 
трудомісткість і обсяг розрахунків, втрачається 
наочність. Р.І. Сивак в роботі [4] дослідив 
підхід, який дозволяє враховувати вплив 
траєкторій деформацій великої кривизни в 
межах довжини сліду запізнення на величину 
компонент девіатора напружень в умовах 
складного навантаження, але які саме критерії 
руйнування, що враховують вплив історії 
деформування на пластичність, дають 
найбільш достовірні результати розрахунку 
використаного ресурсу пластичності не 
уточнюється. 

Мета досліджень.  Створення 
розрахункового апарату, що дозволяє 
оцінювати граничне формозмінення в умовах 
складного навантаження з урахуванням впливу 
першої і другої похідної від показника 
напруженого стану на накопичення пошкоджень 
і їх заліковування в процесах обробки тиском. 

Виклад основного матеріалу 
дослідження. Процес навантаження будемо 
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розглядати в просторі безрозмірних показників 
напруженого стану. Розглянемо тензор 
напружень у вигляді [2] 

0 ,ij ij ijS                          (1) 

де 
3

ij ij 
   – гідростатичний тиск; 

0 ij

ij

S
S


  – компоненти направляючого тензора; 

ijS
 
– компоненти девіатора напружень; 

  – інтенсивність девіатора напружень 
2 2 2 2

1 2 3S S S   
. 

Поділивши ліву і праву частину виразу 

(1) на 
і  – інтенсивність напружень, 

отримаємо 

02
,

3 3

ij

ij ij

і

S
 




                  (2) 

де 1 2 3 3

і і

   


 

 
 

 

– показник 

напруженого стану, який відображає вплив 
відносного гідростатичного тиску на 
пластичність.  

Геометричний зміст показника η 
проілюстровано на рис. 1. Показник η означає 
нахил вектора ОМ до гідростатичної осі [2] 

3
.

2
p

ОР
ctg

ОD

 



          (3) 

 
Рис. 1. Гідростатична вісь – 

(σ1 = σ2  = σ3) і девіаторна площина – (σ1 + σ2  

+ σ3=0) 
 

 
Рис. 2. Проекції координатних осей на 

девіаторну площину і кут  напруженого 

стану 

Положення OD в девіаторній площині 
визначається величиною кута виду 

напруженого стану
   (рис. 2), який повязаний 

з параметром Надаї-Лоде співвідношенням [5] 

2 3

1 3

4
2 1 3 .

3
ctg 

 
  

 

  
     

  
(4) 

В просторі головних напружень (2) має 
вигляд: 

1

2

2

2

3

2

31
,

3 3

21
,

3 3

31
.

3 3

і

і

і
















 




 

 


 

 
  
  

 
  
  

 
  
  

       (5) 

Якщо використовувати криву течії, то 
від (5) перейдемо до головних напружень: 

 

 

1
2

2 2

3 2

3
,

3 3

2
,

3 3

3
.

3 3

і

і

і














  




  




  




 



 



 



           (6) 

Таким чином, з (5) випливає, що 
траєкторії навантаження можна задавати в 
тривимірному просторі з координатами

 
, , ,іe    .  

Залежності    ,і іe e  а також 

показник  

   

 

3 3
3 3

2

,
і

I T I T

I D

 






           (7) 

введені в роботі [2] з метою врахування 
третього інваріанта тензора напружень на 
пластичність при об'ємному напруженому стані. 
Також введено термін «шляхи деформування», 
на відміну від терміну «траєкторії 
навантаження» в просторі напружень, 
«траєкторії деформацій» (в просторі 
деформацій). 

З аналізу (5)також слідує, що при 

const   і const 
 

навантаження буде 

простим, а при    ,і іe e       – 

складним. 
У загальному випадку напруженого 

стану залежність пластичності від схеми 
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напруженого стану можна задати поверхнею
 

 ,рe   , координати якої (ступеню 

деформацій в момент руйнування) 
визначаються феноменологічими критеріями 
руйнування [2]. Саме тому, феноменологічні 
критерії руйнування дозволяють будувати 
граничні поверхні. Однак при цьому необхідно 
задавати кривизну шляхів деформування 
частинок матеріалу в небезпечних зонах 
заготовок, що деформуються. 

Головна перевага задання траєкторій 
навантаження в просторі безрозмірних 

показників напруженого стану η, μσ, , полягає в 
тому, що в цьому випадку вид шляху 
деформування однозначно визначається 
умовами формозміни, характерними для 
досліджуваного процесу і практично не 
залежить від механічних властивостей 
матеріалу [3]. Це дозволяє моделювати 
процеси обробки тиском на модельних 
матеріалах. В цьому випадку необхідно мати у 
своєму розпорядженні криві 

зміцнень  і іf   і діаграми пластичності 

 , ,p f    
 
[3]. 

Як зазначено вище, процеси 
навантаження будемо розраховувати в 
просторі безрозмірних показників напруженого 
стану, при цьому перша похідна від показників 
напруженого стану характеризує швидкість 
накопичення пошкоджень (або їх заліковування, 
в залежності від знака похідної) – 

, ,
і і і

dd d

de de de

  
 
 

,
 а друга похідна від 

показників 

22 2

2 2 2
, ,

і і і

dd d

de de de

  
 
 

 – характеризує 

кривизну шляху деформування. 
Швидкість накопичення пошкоджень або 

їх заліковування входить у вигляді функцій в 
критерій В.А. Огороднікова [2] 

 

 

( )

1 ( )
0

,
1 ( ) 1

,

і
і і

і і

d d
aarctge de de

і

d d
aarctg

і і de de
p

ed d
aarctg

de de
e

 

 

  


 

 

 

        
    

                             (8) 

за допомогою якого оцінюють 
використовуваний ресурс пластичності або 
граничну ступінь деформації в процесах 
обробки тиском в умовах об'ємного 
напруженого стану при складному 
навантаженні. У зазначений критерій входять 
перші похідні від показників напруженого стану, 
що характеризують швидкість накопичення 
пошкоджень. Розглянемо їх вплив на 
накопичення пошкоджень та їх заліковування. 

В роботі [2] наведені експериментальні 
дані, отримані шляхом випробування 
циліндричних зразків з матеріалів що не 
утворюють «шийку» в умовах одновісного 
розтягу. Це швидкорізальні сталі Р6М5, Р12, 
40Х, 45 випробувані в умовах спільного 
кручення і розтягу в умовах змінного 
гідростатичного тиску (до 20000 атм) при цьому 
реалізували програми деформування, які 
забезпечують або сталість показників 
напруженого стану, або їх зміну по різних 
траєкторіях деформування в координатах 
«накопичена інтенсивність деформацій

 
- 

показник напруженого стану». У випадку коли 
,const const    в момент руйнування 

 іe f   утворює діаграму пластичності 

(механічна характеристика матеріалу). Якщо 
реалізувати шляхи деформування матеріалу у 
вигляді прямих, нахилених до осі деформацій 
(див. рис. 3) слідуючи функції 

,іВe                              (9) 

де В=1, 4; 2; 2,86; 5, то руйнування настане не в 
момент зустрічі з діаграмою пластичності, а 

пізніше, інакше кажучи, якщо 

 

0
і

d

de


 - йде 

заліковування дефектів. У разі якщо

 

0
і

d

de


 

(див. рис. 4), то руйнування настає до зустрічі 
прямолінійних променів з діаграмою 
пластичності, тобто йде поглиблення дефектів. 
На рис. 4 показані шляхи деформування 

0
і

d

de


 і 0

і

d

de


 

 
Рис. 3. Вплив швидкості накопичення 

пошкоджень  
на пластичність сталі Р12 [2] 
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Рис. 4. Вплив швидкості шляхів 

деформування  
на пластичність сталі Р9 [2] 

 
В роботі [2] введений коефіцієнт впливу 

історії деформування (першої та другої похідної 
від показників напруженого стану за 
інтенсивністю деформацій) на граничну ступінь 
деформації. Коефіцієнт w 

 

 








p

p

e
w

e const
,              (10) 

де  pe  - гранична ступінь деформації з 

урахуванням історії деформування, 

  pe const  - гранична ступінь деформації 

при   const . 

На рис. 5 показана отримана нами 
залежність коефіцієнта впливу історії 
деформування w від швидкості зміни показника 

напруженого стану 
d

de³

 для сталі Р18 за 

даними отриманим в роботі [2]. 
На рис. 6 показана залежність 

коефіцієнта впливу історії деформування w від 

кривизни шляху деформування 

2

2

і

d

de


. Як 

випливає з рис. 5 зі зростанням першої похідної 
від показника напруженого стану зростає вплив 
коефіцієнта w.  

При 5
і

d

de


  для сталі Р18 w досягає 

величини 1,8. З рис. 6 випливає, що кривизна 
шляху деформування також впливає на 
пластичність. Так для сталей 45 і Р9 коефіцієнт 
w досягає величини 1,4. Однак для сталі 45 
максимальне значення коефіцієнта w = 1,4 

досягається при 2  , а для сталі Р9 це ж 

значення w = 1,4 досягається при кривизні 

5.   
 

 
Рис. 5. Залежність коефіцієнта впливу 

історії деформування w від швидкості зміни 
показника напруженого стану 

і

d

de


 (Сталь Р18) 

 
Рис. 6. Залежність коефіцієнта впливу 

історії деформування w від кривизни шляху 

деформування 

 

2

2

і

d

de


 

Таким чином, кривизна шляхів 
деформування частинок матеріалу істотно 
впливає на накопичення пошкоджень і їх 
заліковування. Це слід враховувати при 
використанні феноменологічних критеріїв 
руйнування. Розрахунок граничних деформацій 
за допомогою критерію (8) враховує вплив 
історії деформування, дає близькі до 
експерименту результати. Так на рис. 3 
пунктирна крива деформування граничних 
деформацій відображає результат розрахунку 
граничних деформацій за критерієм (8). 

Слід зазначити, що представлені на 
рис. 3 прямолінійні шляхи деформування де В 
= 1, 4; 2; 2,86 в просторі А.А. Ільюшина 
виявляються траєкторіями малої кривизни 

 zе  , де   - кут зсуву, zе  - осьова 

деформація (кручення з розтягуванням, досліди 
М + Р).  

При цьому кривизна траєкторій 

 zе   практично не впливає на граничний 

ступінь деформації. Таким чином, кривизна 
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 по показнику 
 
не є кривизною траєкторії по 

теорії А.А. Ільюшина. 
Отже, аналіз результатів викладених 

експериментальних досліджень показує, що 
похідні деформування істотно впливають на 
накопичення пошкоджень і їх заліковування, а 
отже, на міру пластичності.  

Зауважимо також, що функція 

 іe  включає змінність двох параметрів - 

відносного гідростатичного тиску і кривизни 

траєкторії деформацій 1/  p .  

Щоб виділити вплив кожного параметра, 
нами побудовані залежності кривизни 

траєкторії деформацій  zе   від осьової 

деформації zе  для зразків, що деформуються в 

умовах складної деформації (4 

зразки)
2 , 0,4 , , 2,86і і і іе e e e        в 

просторі  іe  . У просторі деформацій - це 

траєкторії з різними кривизнами. На рис 7, 8 
показані ці залежності. 

 
Рис. 7. Залежність кривизни траєкторії 
деформацій ù  від осьової деформації 

zе циліндричних зразків, що піддаються 

крученню спільно з розтягом сталі Р18 

при , 2,86і іe e    

 
Рис. 8. Залежність кривизни траєкторії 
деформацій ù  від осьової деформації 

zе циліндричних зразків, що піддаються 

крученню спільно з розтягом сталі Р18 при 
2 , 0,4і іе e    

Як випливає з рис. 7, 8 кривизна 
траєкторії деформацій для шляхів 
деформування 

2 , 0,4 , , 2,86і і і іе e e e        (рис.9) 

виявляється істотно різною. При цьому 
показник напруженого стану 

 
змінюється 

практично однаково для відповідних шляхів 
деформування (рис. 9). Збіг граничних 
деформацій при руйнуванні зразків 

2 , 0,4 , , 2,86і і і іе e e e        відповідно 

дозволяє припустити, що на пластичність 
основний вплив має похідна від показника 
напруженого стану, а не кривизна траєкторій 
деформацій. 

 
Рис. 9. Вплив історії деформування на 

пластичність сталі Р18 [2] 
 

Це відноситься до траєкторій малої або 
середньої кривизни (за термінологією А.А. 
Ільюшина). Випадки зламу траєкторій, прояв 
ефекту Баушінгера - це особливий випадок і 
нами не розглядається. Що стосується шляхів 
деформування близьких до const   

(траєкторії малої кривизни), то оцінку граничних 
деформацій можна здійснити за допомогою 
критерію Г.А. Смірнова-Аляева [5] 

 
1і

p

e

e



  ,                 (11) 

який не враховує впливу історії деформування 
на пластичність. 

При зміні першої похідної в межах 

0,5 1,75
і

d

de


   задовільну точність дає 

критерій В.Л. Колмогорова [6] 

 0

1

pе

і

p і

de

e e




 
  
 .                   (12) 

При цьому застосування критерію В.Л. 
Колмогорова (12)доцільно, якщо кривизна 
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шляху деформування знаходиться в межах 
2

2
0,25 2

і

d

de


   . 

У випадку зміни параметра 2
и

d

de


  

найбільшу точность дає критерій (8). 
При цьому застосування критерію (8) доцільно, 
якщо кривизна шляху деформування 

знаходиться в межах 

2

2
3

і

d

de


  . 

Висновок. 1. Пропонується розглядати 
процеси пластичного деформування в просторі: 
накопичена інтенсивність деформацій - 
безрозмірний показник напруженого стану. У 
зазначених координатах накопичення 
пошкоджень або їх заліковування залежить від 
кривизни траєкторій деформування, що 
характеризується першою і другою похідною 
показників напруженого стану від накопиченої 
інтенсивності деформацій. 

2. При

 

2

2
0

u

d

de


  можна використовувати 

скалярний неінтегральний критерій руйнування, 

при 

2

2
0 1

u

d

de


   - скалярний інтегральний 

критерій, заснований на лінійній теорії 
накопичення пошкоджень. 

3. При значеннях 5
і

d

de


  пластичність 

зростає в порівнянні з пластичністю при 

const  , при значеннях 5
і

d

de


 пластичність 

знижується. При цьому критерій деформуємості 
(8), що враховує вплив історії деформування 
дає результати близькі до експерименту. 
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ВЛИЯНИЕ СКОРОСТИ НАКОПЛЕНИЯ 
ПОВРЕЖДЕНИЙ ПРИ РАСЧЕТЕ 
ИСПОЛЬЗОВАННОГО РЕСУРСА 

ПЛАСТИЧНОСТИ 
 

При оценке предельного 
формоизменения в процессах обработки 
металлов давлением на пластичность 
существенно влияет скорость накопления 
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повреждений и их залечивание в виде 
производных от показателей напряженного 
состояния. Показано, что в условиях 
сложного нагружения, когда скорость 
накопления повреждений (первая производная 
от показателей напряженного состояния) 
больше 5 и кривизна траекторий 
деформирования частиц материала (вторая 
производная от показателей напряженного 
состояния) больше 1, наиболее достоверные 
результаты расчета использованного 
ресурса пластичности дают скалярные 
интегральные критерии разрушения, 
учитывающие влияние истории 
деформирования на пластичность. 

Ключевые слова: предельное 
формоизменение, показатель напряженного 
состояния, кривизна траекторий 
деформирования, ресурс пластичности, 
скорость накопления повреждений. 

 

THE INFLUENCE OF RATE OF DAMAGE 
ACCUMULATION IS USED IN THE 

CALCULATION OF DUCTILITY RESOURCE 
 

In assessing marginal change in the 
process of metal forming, plasticity is significantly 
affected by the rate of damage accumulation and 
their healing as derivatives of the stress state 
indicators. It is shown that under complex loading 
conditions, when the damage accumulation rate 
(the first derivative of the stress state indicators) is 
more than 5 and the curvature of the material 
deformation trajectories (the second derivative of 
the stress state indicators) is greater than 1, the 
scalar integral criteria give the most reliable results 
destruction, taking into account the influence of the 
history of deformation on plasticity. 

Key words: marginal deformation, stress 
state indicator, curvature of deformation paths, 
plasticity resource, damage accumulation rate. 
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