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Встановлення умов 
ефективного розміщення круга 
відносно квадрата та 
рівностороннього трикутника зі 
спільним центром за оцінкою 
довжини лінії розбіжності 
 

В даній  роботі досліджується питання оптимального, 
екстремального (мінімального) розташування однієї плоскої 
фігури, а саме, квадрата в першому випадку, а також 
рівностороннього трикутника у другому випадку відносно 
круга зі спільним центром вказаних фігур. У порівнянні з 
попередніми роботами продовжується аналіз досліджень 
такого взаємного ефективного розташування. Але якщо в 
попередніх результатах базовою для роботи обчислювалась і 
досліджувалась  функція, яка будувалась на основі 
встановлення значення деякої площі, за якою приведені 
геометричні фігури не співпадали, то в даних дослідженнях в 
якості такого критерію основної робочої функції 
пропонується інша числова характеристика, така як функція, 
що встановлює довжину сумарної ламаної (прямої чи дуги, 
тощо). При певних співвідношеннях радіуса кола стосовно 
довжини сторони квадрата чи трикутника довжина дуги 
сумарної лінії, за якою спостерігається розбіжність вказаних 
геометричних об’єктів, набуватиме екстремального 
(мінімального) значення.  Оптимальність такого взаємного 
розміщення однієї фігури відносно іншої оцінюється за таким 
критерієм як ефективна оцінка довжини сукупності ліній, за 
якими відбувається розбіжність вказаних фігур. Отримано 
значення певної функції, що визначає довжину такої суми ліній 
розбіжності фігур в обох випадках, проведено дослідження на 
екстремальність цієї функції, показано, що в найденій точці 
екстремуму функція, що визначає сумарну довжину лінії 
розбіжності фігур, набуває мінімального значення. Проведене 
дослідження функції, яка встановлює всю довжину лінії, за якою 
спостерігається розбіжність фігур, на екстремум вказує на 
те, що дана функція набуває мінімальних значень у випадку 
такого розташування фігур, коли коло вписано відповідно в 
квадрат чи рівносторонній трикутник, а при  описаному 
навколо цих фігур колі така функція є максимальною. 
Приведено рисунки для кращого розуміння постановки та 
рішення поставленої задачі, зроблено висновки, в якості яких 
приведено значення шуканих аргументів, коли відповідна 
функція набуватиме мінімальних значень. 

Ключові слова: круг, квадрат, рівносторонній 
трикутник, довжинадуги кола та його частини, довжина 
частини сторони квадрата,екстремальність 
(мінімальність) функцій однієї змінної. 

  
Постановка проблеми. Актуальною як 

з точки зору теорії так  із ряду конкретних 
практичних застосувань є задача ефективного 
екстремального (мінімального) розташування 
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однієї плоскої геометричної фігури стосовно 
іншої [1-8], зокрема, розташування круга площі 
відносно квадрата (рис.1) та рівностороннього 
трикутника (рис.2). Тільки при певних 
співвідношеннях радіуса кола стосовно 
довжини сторони квадрата чи трикутника 
довжина дуги сумарної лінії, за якою 
спостерігається розбіжність вказаних 
геометричних об’єктів, набуватиме 
екстремального (мінімального) значення. 
Пошуку таких взаємних співвідношень згаданих 
геометричних характеристик цих фігур 
присвячені результати даних досліджень.  

Аналіз останніх досліджень та 
публікацій.При вирішенні цілого ряду 
прикладних задач технічного спрямування 
щодо дослідження оптимальних екстремальних 
значень найчастіше використовують 
стандартний математичний підхід [1-8], згідно 
якого встановлюється значення деякої функції, 
залежної від однієї чи декількох змінних, і за 
допомогою апарату диференціального 
числення складають відповідні умови (рівняння 
або система рівнянь), з яких можливо 
встановити екстремальні значення таких 
аргументів і, врешті решт, значення введеної до 
розгляду функції при найдених значеннях 
екстремальних аргументів. В даній роботі 
продовжується аналіз досліджень взаємного 
ефективного розташування стандартних 
геометричних фігур, а саме, ефективного 
розташування дуги кола стосовно спочатку 
квадрата, потім рівностороннього трикутника зі 
спільним центром вказаних фігур, як це 
досліджувалось в роботі [1]. Але якщо в даній 
роботі основною для роботи функцією 
обчислювалась і досліджувалась функція, яка 
будувалась на базі встановлення деякої площі, 
за якою приведені геометричні фігури не 
співпадали, то в даних дослідженнях в якості 
такої основної робочої функції пропонується 
інша числова характеристика, така як деяка 
довжина сумарної ламаної (прямої чи дуги, 
тощо).  

Методи дослідження. В якості 
основного критерію такого ефективного 
покриття однієї фігури іншою зі спільним 
центром логічно пропонується обрати такий 
показник як мінімальна довжина лінії [1,2,6], по 
якій вказані геометричні фігури не співпадають. 
На основі цього геометричного показника 
будується відповідна функція, залежна від 
певного аргументу, проводиться дослідження 
цієї функції методами диференціального 
числення, показується, що при екстремальних 
значеннях цього аргументу дана функція 
набуває мінімальних значень, які, відповідно, 
теж встановлюються. 

Виклад основного матеріалу 
дослідження. 1.Нехай маємо квадрат з 
довжиною його сторони, рівною  (рис.1). 

Тобто   – радіус 

кола з центром в точці     Дана точка є 

одночасно центром  введеного квадрата.   - 

це величина шуканого оптимального кута між 

катетом   та гіпотенузою   , від якого 

залежить співвідношення між довжиною 
сторони квадрата і радіусом кола для набуття 
оптимального (мінімального) значення функції, 
яка характеризує значення довжини сумарної 
лінії, по якій спостерігається розбіжність 
згаданих геометричних фігур.  

Нехай довжина  – це сумарне значення 

довжин    та     в межах перших   першої 

чверті, де вказані на початку роботи фігури не 
співпадають (мають розбіжність).  Очевидно, в 
силу симетрії рисунка  вся сумарна довжина 

лінії  розбіжності  буде дорівнювати  . 

Постановка проблеми. Актуальною як 
з точки зору теорії так  із ряду конкретних 
практичних застосувань є задача ефективного 
екстремального (мінімального) розташування 
однієї плоскої геометричної фігури стосовно 
іншої [1-8], зокрема, розташування круга площі 
відносно квадрата (рис.1) та рівностороннього 
трикутника (рис.2). Тільки при певних 
співвідношеннях радіуса кола стосовно 
довжини сторони квадрата чи трикутника 
довжина дуги сумарної лінії, за якою 
спостерігається розбіжність вказаних 
геометричних об’єктів, набуватиме 
екстремального (мінімального) значення. 
Пошуку таких взаємних співвідношень згаданих 
геометричних характеристик цих фігур 
присвячені результати даних досліджень.  

Аналіз останніх досліджень та 
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прикладних задач технічного спрямування 
щодо дослідження оптимальних екстремальних 
значень найчастіше використовують 
стандартний математичний підхід [1-8], згідно 
якого встановлюється значення деякої функції, 
залежної від однієї чи декількох змінних, і за 
допомогою апарату диференціального 
числення складають відповідні умови (рівняння 
або система рівнянь), з яких можливо 
встановити екстремальні значення таких 
аргументів і, врешті решт, значення введеної до 
розгляду функції при найдених значеннях 
екстремальних аргументів. В даній роботі 
продовжується аналіз досліджень взаємного 
ефективного розташування стандартних 
геометричних фігур, а саме, ефективного 
розташування дуги кола стосовно спочатку 
квадрата, потім рівностороннього трикутника зі 
спільним центром вказаних фігур, як це 
досліджувалось в роботі [1]. Але якщо в даній 
роботі основною для роботи функцією 
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обчислювалась і досліджувалась функція, яка 
будувалась на базі встановлення деякої площі, 
за якою приведені геометричні фігури не 
співпадали, то в даних дослідженнях в якості 
такої основної робочої функції пропонується 
інша числова характеристика, така як деяка 
довжина сумарної ламаної (прямої чи дуги, 
тощо).  

Методи дослідження. В якості 
основного критерію такого ефективного 
покриття однієї фігури іншою зі спільним 
центром логічно пропонується обрати такий 
показник як мінімальна довжина лінії [1,2,6], по 
якій вказані геометричні фігури не співпадають. 
На основі цього геометричного показника 
будується відповідна функція, залежна від 
певного аргументу, проводиться дослідження 
цієї функції методами диференціального 
числення, показується, що при екстремальних 
значеннях цього аргументу дана функція 
набуває мінімальних значень, які, відповідно, 
теж встановлюються. 

Виклад основного матеріалу 
дослідження. 1.Нехай маємо квадрат з 

довжиною його сторони, рівною  (рис.1). 

Тобто   – радіус 
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одночасно центром  введеного квадрата.   - 
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сторони квадрата і радіусом кола для набуття 
оптимального (мінімального) значення функції, 
яка характеризує значення довжини сумарної 
лінії, по якій спостерігається розбіжність 
згаданих геометричних фігур.  
Нехай довжина  – це сумарне значення 

довжин    та     в межах перших   першої 

чверті, де вказані на початку роботи фігури не 
співпадають (мають розбіжність).  Очевидно, в 
силу симетрії рисунка  вся сумарна довжина 

лінії  розбіжності  буде дорівнювати  . 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.1. Покриття круга  квадратом зі 
спільним центром, визначення невідомого 

аргументу  , від якого залежить довжина 

лінії , по якій дані фігури не співпадають. 

 

 З прямокутного трикутника  маємо 

очевидні тригонометричні співвідношення: 

              .            (1) 

Для першої половини першої чверті маємо 

обмеження на кут :  

                .                                 (2) 

Також маємо:  

,  (3) 

                   ,                                      (4)                                                                                         

   (5) 

Тут  – функція, що встановлює сумарну 

довжину дуги розбіжності геометричних фігур. 
Знайшовши першу похідну даної функції по її 

аргументу  і, прирівнявши це значення до , 

отримаємо рівняння:               

         (6.1) 

       або:     .         (6.2) 

З урахуванням умови (2) маємо критичне 

значення кута  . 

Знайдемо другу похідну функції  і встановимо 

її знак при : 

 , 

                                          (7) 

Для   отримуємо співвідношення між 

геометричними характеристиками радіуса кола 
та половини довжини сторони квадрата: 

        (8) 

Це означає, що у випадку кола, вписаного в 

квадрат (рис.2), значення  , а отже і всієї 

сумарної довжини зовнішньої лінії, за якою 
геометричні фігури розбігаються, набуває 
максимального числа, рівного в межах усіх  
четвертей: 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
Рис.2. Вписане в квадрат коло як граничне 
максимальне значення зовнішньої лінії 
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розбіжності геометричних фігур при  

. 

 

.                                                                      

(9) 
Інша гранична ситуація – якщо квадрат 
вписаний в коло (рис.3). У цьому випадку 

.                                                                     

(10) 
   (9) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.3. Квадрат, вписаний в коло як 
граничне мінімальне значення зовнішньої 
лінії розбіжності геометричних фігур при 

. 

2. У даному пункті  вирішується та 
досліджується задача, аналогічна розглянутій в 
попередньому пункті 1, з тою відмінністю, що 
встановлюється умова ефективного 
розташування дуги кола відносно 
рівностороннього трикутника зі спільним 
центром цих фігур (рис.4). Нехай  АВС - такий 

трикутник зі стороною , центр якого співпадає 

з площиною круга радіуса   Маємо наступні 

геометричні характеристики довжин відповідних 

відрізків: , , 

, 

,                    (11) 

   (12) 

Можемо ввести функцію  , яка встановлює 

сумарну довжину лінії розбіжності приведених 
геометричних фігур стосовно однієї з вершин 
трикутника, а саме вершини С, і ця функція 
визначається наступним чином: 

               (13.1) ,        або 

.                                                               

(13.2) 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис.4. Покриття круга  
рівностороннім трикутником АВС зі 
спільним центром О, визначення невідомого 

аргументу  , від якого залежить довжина 

лінії , по якій дані фігури не співпадають. 

 
 В даній задачі корисно ввести 

функцію , приведену до  , а саме: 

(14.1) 

Нехай        - єдиний аргумент  функції , 

що залежить від частки відношення   до ,  

тоді стосовно  маємо: 

        (14.2) 

Знайдемо і прирівняємо до 0 першу похідну : 
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Отримане рівняння  (14) відносно невідомого   

запишемо у вигляді:               

.                (15.2) 

Звідки   

, (тут - єдине логічне рішення рівняння  (15.2), 

оскільки  ).  При такому  значенні  згідно 

співвідношення (12) маємо рівняння   

  або  .  Знайдена відповідь 

шуканого кута  означає в силу необхідної 

умови існування екстремальних значень, що на 

проміжку   функція   (а отже і  

) є монотонною в залежності від свого 

аргументу, і тому найменшого та найбільшого 
своїх можливих значень досягає на кінцях 
відповідного відрізку з вказаної області 

визначення даних функцій. При   маємо 

ситуацію досягнення мінімуму функції  , що 

геометрично інтерпретується розташуванням 
початкових фігур як коло, вписане в 
рівносторонній трикутник (рис.5). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис.5. Граничне положення геометричних 
фігур як вписане в рівносторонній 
трикутник коло при значенні параметра 

, для якого функція   досягає 

мінімального значення. 
 

У цьому випадку  (  повна довжина лінії, 

яка визначає розбіжність заданих геометричних 
фігур, дорівнює: 

.                                                                    (16) 

Інше граничне, але вже максимальне значення 
сумарної довжини лінії розбіжності досягається 

при значенні параметра  , рівного  . У 

цьому випадку геометрично маємо ту ситуацію, 
коли дуга кола описує заданий рівносторонній 
трикутник (рис.6).  При цьому повна довжина 
зовнішньої лінії, по якій розбігаються вказані 
геометричні криві, очевидно, співпадатиме з 
довжиною дуги всього кола: 

.             (17) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 Рис.6. Граничне розташування 
геометричних фігур як описане навколо 
рівностороннього трикутника коло о 
центром в т. О при значенні параметра 

, для якого функція   досягає 

максимального значення. 
                  Висновки. В даній роботі 
досліджувалось питання оптимального 
ефективного взаємного розміщення двох 
геометричних фігур зі спільним центом, а саме 
дуги кола спочатку відносно квадрата, а потім 
відносно рівностороннього трикутника. В якості 
основного критерію таких взаємних 
розташувань запропоновано взяти довжину 
сумарної лінії, за якою такі фігури розбігаються 
(зовнішня лінія розбіжності). Проведене 
дослідження функції, яка встановлює всю 
довжину лінії, за якою спостерігається 
розбіжність фігур, на екстремум вказує на те, 
що дана функція набуває мінімальних значень 
у випадку такого розташування фігур, коли коло 
вписано відповідно в квадрат чи рівносторонній 
трикутник (рис.2, рис.5), а при  описаному 
навколо цих фігур колі (рис.3, рис.6) така 
функція є максимальною. Результати даних 
досліджень з одного боку є чисто теоретичними 
класичними, з іншого боку ці результати можуть 
бути використаними в деяких транспортних 
задачах на ефективність, при вирішенні 
агрономічних питань оптимального 
землевпорядкування, тощо. 
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УСТАНОВЛЕНИЕ УСЛОВИЙ ЭФФЕКТИВНОГО 
РАЗМЕЩЕНИЯ КРУГА ОТНОСИТЕЛЬНО 

КВАДРАТА И РАВНОСТОРОННЕГО 
ТРЕУГОЛЬНИКА С ОБЩИМ ЦЕНТРОМ ПО 
ОЦЕНКЕ ДЛИНЫ ЛИНИИ НЕСОВПАДЕНИЯ 

 
В данной работе исследуется вопрос 

оптимального, экстремального (минимального) 
расположения одной плоской фигуры, а 
именно, сначала квадрата, потом 
равностороннего треугольника относительно 
круга с общим центром указанных фигур. 
Основным критерием оптимальности такого 
взаимного расположения одной фигуры 
относительно другой в данной работе 
предлагается эффективная оценка длины 
совокупности линий, по которым происходит 
это расхождение. Получено значение 
некоторой функции, определяющей длину 
такой суммы линий расхождения приведеннях 
геометрических фигур в обоих случаях, 
проведено исследование на экстремальность 
данной функции, показано, что в найденной 
точке экстремума функция, определяющая 
суммарную длину линии расхождения фигур, 
приобретает минимальное значение. 
Приведены рисунки для лучшего понимания 
постановки и решения поставленной задачи, 
сделаны выводы, в качестве которых 
приведены значения искомых аргументов, 
когда соответствующая функция приобретает 
минимальные значения.   

 
Ключевые слова: круг, квадрат, 

равносторонний треугольник, длина дуги 
окружности и ее частей, длина части стороны 
квадрата, экстремальность (минимальность и 
максимальность) функций одной переменной. 
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ESTABLISHMENT OF CONDITIONS FOR 
EFFECTIVE ARRANGEMENT OF A CIRCLE 

WITH RESPECT TO A SQUARE AND AN 
EQUILATERAL TRIANGLE WITH A COMMON 
CENTER FOR ESTIMATING THE LENGTH OF 

THE LINE OF DISAGREEMENT 
 

In this paper we investigate the question of 
the optimal, extreme (minimum) location of one 
plane figure, namely, the square in the first case, 
as well as the equilateral triangle in the second 
case relative to the circle with the common center 
of the said figures. In comparison with previous 
works, the analysis of studies of such a mutual 
effective location continues. But if in the previous 
results a function based on determining the value 
of an area over which the geometric figures did not 
match was calculated and investigated, then in 
these studies another numerical characteristic, 
such as a function, is proposed as such a criterion 
for the basic working function. which determines 
the length of the total polygon (straight or arc, 
etc.). For certain ratios of the radius of a circle with 
respect to the length of the side of a square or 
triangle, the length of the arc of the total line along 
which the discrepancy between the specified 
geometric objects is observed will take on an 
extreme (minimum) value. The optimality of such 
mutual arrangement of one figure relative to 

another is evaluated by such a criterion as the 
effective estimation of the length of the set of lines 
by which the divergence of these figures occurs. 
The value of a certain function, which determines 
the length of such sum of lines of divergence of 
figures in both cases, is obtained, the study of the 
extremality of this function is performed, it is 
shown that at the found extremum point, the 
function that determines the total length of the line 
of divergence of figures acquires a minimum 
value. A study of a function that establishes the 
entire length of the line over which the discrepancy 
of the figures is observed indicates, at the 
extreme, that the function acquires minimal values 
in the case of such arrangement of figures, when 
the circle is inscribed squarely or an equilateral 
triangle, and when described around these figures 
when such a function is maximized. Drawings are 
given for a better understanding of the formulation 
and solution of the task, conclusions are drawn, 
which summarize the values of the arguments 
sought when the corresponding function acquires 
minimum values. 

 
           Keywords: circle, square, equilateral 
triangle, length of arc of circle and its parts, length 
of part of side of square, extremality (minimum) of 
functions of one variable. 
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