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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ РУХУ 
ЧАСТИНОК В ЦИЛІНДРИЧНОМУ  
КОНТЕЙНЕРІ ВІБРОЗМІШУВАЧА 

 
Змішування –  процес приведення до тісної взаємодії 

різних мас продукції за рахунок підвищення контактуючої 
площі з метою отримання продукту необхідної 
консистенції, підтримання останньої або для рівномірного 
розподілу домішок в основному об’ємі продукції. 

Процес змішування компонентів з різними фізико-
механічними властивостями реалізується переважно за 
рахунок створення зсувних деформацій у всій масі продукту 
за допомогою лопатей, шнеків, які обертаються, або інших 
робочих органів. Водночас, для забезпечення рівномірного 
розподілу компонентів часткам дисперсної маси необхідно 
надати такі траєкторії, які забезпечували б найбільшу 
вірогідність їх перетину. Але переміщенню цих часток в 
об’ємі суміші протидіють сили інерції та сили сухого 
внутрішнього тертя (тертя часток одна об одну) і сили 
сухого зовнішнього тертя (тертя часток матеріалу об 
контейнер, лопаті чи інші робочі органи змішувача) які, як 
правило, на порядок нижчі від сил сухого внутрішнього 
тертя. Крім того, при змішуванні необхідно долати сили 
тяжіння, які намагаються опустити частки матеріалу 
донизу, що призводить до їх розшарування. 

При описі процесів змішування сипких матеріалів в 
останні десятиліття все більше застосування знаходить 
чисельне моделювання. Особливо зручним чисельне 
моделювання представляється при описі процесів 
гравітаційно-пересипного змішування, коли воно 
відбувається найбільш активно в тонкому шарі матеріалу, 
в якому присутній випадковий перехід частинок 
компонентів в сусідній шар. 

В статті досліджено моделювання руху частинок 
при обертовому русі циліндричної камери змішувача без 
використання лопатевих інтенсифікаторів та дії вібрації на 
продукт. 

Ключові слова: змішування, шар обвалення, 
область транспортування, область  активного  
змішування, проекція швидкості, коефіцієнт завантаження, 
проекція швидкості, вібраційний вплив. 

 
Аналіз останніх досліджень і 

публікацій. В основі моделювання процесу 
змішування сипких компонентів в апараті 
гравітаційно-пересипної дії (рис. 1) лежить таке 
уявлення про його механізм [1, 2, 3, 4]. При 
обертанні робочої поверхні, що має форму 
круглого циліндра, сипкі компоненти що 

знаходяться на ній переміщаються вгору, в 
напрямку обертання. При перевищенні кута 
нахилу вільної поверхні сипкого матеріалу до 
горизонту кута природного укосу, починається 
обвалення його верхніх слоїв уздовж лінії 
обвалення.  
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Рисунок 1 - Досліджувана установка гравітаційно-пересипної дії: 1 – корпус; 2 – 

елементи пружні; 3 – віброзбуджувач; 4 – стійка; 5 – контейнер; 6 – вал лопатевий; 7 – 
опора; 8, 10 – електродвигуни; 9, 11 – муфта; 12 – передача зубчаста; 13 – люк 
 

Експериментальні дослідження 
механізму процесів, що відбуваються в робочих 
об'ємах змішувальних апаратів гравітаційно-
пересипної дії (рис. 1), встановлюють в об'ємі 
матеріалу наявність двох областей характерної 
поведінки (рис. 2): транспортування 2, де 
змішування практично не відбувається, і 
активного змішування (обвалення) 1. Частинки, 
рухаючись із зони транспортування 
перетинають поверхню розділу і потрапляють в 
область 2, після чого знову повертаються в 
область транспортування [5, 7, 9]. 

 
Рисунок 2 - Схема до розрахунку руху 

сипкого матеріалу по робочій поверхні 
змішувача 

 
Підсумовуючи наведений огляд останніх 

досліджень в даній галузі, можна зробити 
висновок, що ефективний математичний опис 
моделі руху частинки у апаратах гравітаційно-
пересипної дії становить значний прикладний 
інтерес. Цьому завданню механіки присвячений 
ряд цікавих робіт проте проблема ще далека 
від задовільного рішення. У цій статті на 
запропоновано математичну модель руху 
частинок сипкого матеріалу в поперечному 
перерізі циліндричного корпусу змішувача і 
визначені: форма вільної поверхні змішуваного 
матеріалу, параметри областей характерної  

 
 

 
поведінки і поле швидкостей часток сипкого 
матеріалу [6]. 

Основні результати досліджень 
Розглянемо обертальний рух 

циліндричної робочої поверхні (барабана) 
радіуса R з кутовою швидкістю ω (рис. 2). Шар 
активного змішування розташований над лінією 
обвалення – а…а відстань до якої від центра 

кола дорівнює )(,22
0

xhRh 
 
– функція, 

яка визначає форму області активного 

змішування; α – кут обвалення; 
обв

y

обв

x vv ,  – 

проекції швидкостей частинок в області 
активного змішування на вісі х і у, відповідно. 

Невідомі 
обв
y

обв
x vvxh ,),(  можна визначити 

відштовхуючись від наступних міркувань. 
У транспортуючій області матеріал 

рухається, як тверде тіло. В цій області проекції 
швидкостей частинок на осі координат мають 
вигляд: 

,yvT
x                                  (1) 

,yvT

y                              (2) 

На лінії обвалення 
обв
xv  проекція 

швидкості  переносить розрив, тому граничну 
умову для неї можна записати у вигляді: 

0)( 0  hyvобв

x .                (3) 

Якщо щільність сипкого матеріалу при 
переході з транспортуючої області в область 
активного змішування змінюється несуттєво, то 
проекція швидкості на вісь, перпендикулярна 
лінії обвалення має бути безперервна, тобто: 

.)()( 00 xhyvhyv T

y

обв

x  (4) 

Розглянемо елемент області активного 
змішування на відрізку лінії обвалення (x, x + 
∆x) (рис. 3) і, вважаючи щільність сипкого 
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матеріалу постійною і рівною одиниці, складемо 
рівняння, що виражає закон збереження маси: 

,)()( xxxJxxJ       (5) 

де J(x) – потік сипких компонентів через 
переріз х. 

Із вираження (5) при ,0x  слідує 

диференціальне рівняння: 

.x
dx

dJ
                          (6) 

Потік J(x) пов’язаний з компонентною 

швидкістю 
обв

xv  відношення: 

,),()(

)(0

0








xhh

h

обв

x dyyxvxJ        (7) 

де інтегрування ведеться по перерізу 
області активного змішування. 

Крім того, в цій області має 
виконуватися рівняння безперервності [7, 8, 9]: 

 
Рисунок 3 - Шар обвалення 

 

.0









y

v

x

v
обв

y
обв

x
                      (8) 

Закони збереження (6), (7) і (8) 
дозволяють виразити дві з шуканих величин 

)(xh і ),( yxvобв

y через ).,( ухvобв

x  Сама ж 

проекція швидкості ),( ухvобв

x  повинна бути 

знайдена з рівнянь руху сипкого матеріалу в 
області активного змішування, отриманих 
методами механіки суцільного середовища. 
Оскільки запис і аналіз цих рівнянь для сипкого 
середовища представляють суттєві труднощі, 

скористаємося для знаходження 
обв

xv  

спрощеною моделлю. Будемо вважати, що в 
тонкому шарі над лінією обвалення рух сипкого 
середовища аналогічно руху в'язкої рідини в 
граничному шарі у твердій поверхні, тобто 

швидкість
обв

xv  лінійно зростає в міру 

віддалення від лінії обвалення. Тоді, з 

урахуванням (3), швидкість 
обв

xv  можна 

наближено представити у вигляді: 

,
)(

)(),( 0

xh

hy
xvyxvобв

x


            (9) 

де v(x) – проекція на вісь х швидкості 
частинки на вільній поверхні. 

На поверхні сипкого середовища вплив 
в'язкості малий, і прискорення частинки уздовж 
осі x визначається тільки силою тяжіння: 

).sin(
2

2




g
dt

х
             (10) 

Інтегрування рівняння (10) з 
початковими умовами x(t = 0) = - a і  v(t = 0) = 0 
дає: 

,)sin()( tg
dt

х
xv 


        (11) 

.
2

)sin(
)(

2tg
atx





       (12) 

Виключаючи з (11), (12) час t, 
отримуємо вираз для швидкості частинки на 
поверхні як функції координати x: 

.))(sin(2)( axgxv          (13) 

Підстановка (13) в формулу (9) дає 

остаточний вираз для 
обв

xv : 

.
)(

))(sin(2),( 0

xh

hy
axgyxvобв

x


  (14) 

Для визначення h(x) обчислимо потік 
матеріалу через переріз x (7) з урахуванням 
(14): 

).()(
2

1

)(
)(),()(

)(

0

)( 0

0

0

0

xhxvdy
xh

hy
xvdyyxvxJ

xhh

h

xhh

h

обв

x 


 








         (15) 

З іншого боку, рішення рівняння (6) з граничною умовою J (- a) = 0 дає такий вираз для J(x): 
 
 
 

 



                                                                                            

23 

№ 4 (107) 

2022 

Вібрації в техніці 

та технологіях 

).(
2

)( 22 xaxJ 


        (16) 

З (15) і (16) отримаємо рівняння для 
визначення h(x) : 

),(
2

)()(
2

1 22 xaxhxv 


      (17) 

з якого, приймаючи до уваги (13), слід: 

).()(
)sin(2

)( 2

1

xaxa
g

xh 



     (18) 

Залежність форми вільної поверхні (18) від 
кутової швидкості ω в безрозмірних 
координатах показана на рис. 4. При ах   

залежність h(x) має параболічний вигляд. Як 

видно із (18), ,)()( 5.0Frxh  де 

g

R
Fr

2
 – число Фруда для даної задачі [9, 

10, 11] 

.  
Рисунок 4 - Залежність форми зони 

змішування в залежності від кутової 
швидкості 

 
 

),(
)(

))(sin(2
0hy

xh

axg

xx

v

y

v обв

x

обв

x 












 













 
                            (19) 

інтегрування якого дає: 

),()(
)(

)(

2

1 2

02
xChy

xh

xa
vобв

y 





   (20) 

де С(х) – довільна функція, яка 
визначається з граничної умови (4). Остаточний 
вираз для проекції швидкості частинки в шарі 

обвалення 
обв

уv  має вигляд: 

,)(
)(

)(

2

1
),( 2

02
xhy

xh

xa
yxvобв

y 





  (21) 

Для розрахунку поля швидкостей в 
області активного змішування за формулами 
(14), (18), (21) необхідно визначити півдовжину 
лінії обвалення a. Її можна знайти з умови 
збереження обсягу суміші, що припадає на 
одиницю довжини барабана: 

),()( aобвVaTV
суміші

V          (22) 

 де )(аV T – об’єм області 

транспортування; 

)(аV обв
– об’єм області активного 

змішування; 

)(аV T
– площі колового сегмента. 

,sin)( 222 aRa
R

a
ArRаV T 








      (23) 

а )(аV обв
визначається інтегралом: 

.2
15

16

)sin(2
)()(

)sin(2
)()( 2

5

2

1

a
g

dxxaxa
g

dxxhаV

a

a

a

a

обв













 



 (24) 

При коефіцієнті завантаження  KЗ обсяг суміші .2

Зсуміші KRV  Тоді рівняння (22) з 

урахуванням (23) і (24) набуває вигляду: 

.2
15

16

)sin(2
arcsin 2

5

2222 a
g

aRa
R

a
RKR З
















                      (25) 

Рівняння (25) дозволяє визначити параметр a за допомогою стандартних чисельних 
методів [9, 10, 11]. 
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Висновки 
В статті проведено перший етап 

моделювання руху частинок сипкого матеріалу 
в поперечному перерізі змішувача при 
обертовому русі циліндричної камери 
змішування без використання лопатевих 
інтенсифікаторів та дії вібрації – це наступні 
етапи моделювання процесу 
вібровідцентрового змішування. 

Запропоновано математичну модель 
руху частинок сипкого матеріалу в поперечному 
перерізі циліндричного корпусу змішувача. 

Визначено форма вільної поверхні 
матеріалу, що змішується, параметри 
конкретних областей характерної поведінки і 
поле швидкостей часток сипкого матеріалу. 
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MATHEMATICAL MODEL OF THE MOVEMENT 
OF PARTICLES IN A CYLINDRICAL VIBRATING 

MIXER CONTAINERS 
Mixing is the process of bringing different 

masses of products into close interaction by 
increasing the contact area in order to obtain the 
product of the required consistency, to maintain 
the latter or to evenly distribute impurities in the 
main volume of products. 

The process of mixing components with 
different physical and mechanical properties is 
realized mainly by creating shear deformations in 
the entire mass of the product with the help of 
blades, rotating screws, or other working bodies. 
At the same time, in order to ensure a uniform 
distribution of the components, it is necessary to 
give the particles of the dispersed mass such 
trajectories that would ensure the greatest 
probability of their crossing. But the movement of 
these particles in the volume of the mixture is 
opposed by the forces of inertia and the forces of 
dry internal friction (friction of particles against 
each other) and forces of dry external friction 
(friction of material particles against the container, 
blades or other working organs of the mixer), 
which, as a rule, are on the order of lower than the 
forces of dry internal friction. In addition, when 
mixing, it is necessary to overcome the forces of 
gravity, which try to lower the particles of the 
material to the bottom, which leads to their 
delamination. 

Numerical modeling has been increasingly 
used in the description of mixing processes of 
loose materials in recent decades. Numerical 
modeling is especially convenient when describing 
the processes of gravity-overflow mixing, when it 
occurs most actively in a thin layer of material, in 
which there is a random transition of component 
particles to the adjacent layer. 

The article examines the modeling of the 
movement of particles during the rotating 
movement of the cylindrical mixer chamber without 
the use of blade intensifiers and the effect of 
vibration on the product. 

Key words: mixing, collapse layer, 
transport region, active mixing region, velocity 
projection, loading factor, velocity projection, 
vibration effect. 
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